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Dal teorema di generazione di misure e dal teorema di Beppo Levi si
deduce un risultato di grande interesse in probabilita` matematica:
Teorema Se f : X → [0,+∞] e` µ misurabile e se g : X → [0,+∞]
e` φ misurabile allora ∫
X
gdφ =
∫
X
gfdµ (\)
Si dice che f e` la densita` di φ rispetto a µ. In particolare se f e` tale
che
∫
X
fdµ = 1 allora la misura φ e` di probabilita`.
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Dal teorema di generazione di misure e dal teorema di Beppo Levi si
deduce un risultato di grande interesse in probabilita` matematica:
Teorema Se f : X → [0,+∞] e` µ misurabile e se g : X → [0,+∞]
e` φ misurabile allora ∫
X
gdφ =
∫
X
gfdµ (\)
Si dice che f e` la densita` di φ rispetto a µ. In particolare se f e` tale
che
∫
X
fdµ = 1 allora la misura φ e` di probabilita`.
Dimostrazione. Dal teorema di generazione abbiamo che (\) e` vera se
g = 1E con E ∈ A e cos`ı (\) vale per ogni funzione semplice. Il caso
generale segue dal teorema di Beppo Levi
3/10 Pi?
22333ML232
Osserviamo che se φ e` costruita a partire da f e µ come nel Teorema
ora mostrato, allora se un insieme e` trascurabile per µ lo e` anche per
φ, cioe´
µ(E) = 0 =⇒ φ(E) = 0
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Osserviamo che se φ e` costruita a partire da f e µ come nel Teorema
ora mostrato, allora se un insieme e` trascurabile per µ lo e` anche per
φ, cioe´
µ(E) = 0 =⇒ φ(E) = 0
Definizione Date due misure φ e µ definite sulla stessa σ algebraA,
si dice che φ e` assolutamente continua rispetto a µ e si scrive φ µ,
se
µ(E) = 0 =⇒ φ(E) = 0
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Dunque abbiamo che se φ e` costruita a partire da µ integrando una
funzione positiva f , allora necessariamente φ e` assolutamente conti-
nua rispetto a µ. Ci si potrebbe chiedere se valga anche viceversa,
cioe` se una misura φ assolutamente continua rispetto a µ si possa
rappresentare come integrale rispetto a µ di una qualche funzione. La
risposta e` affermativa ed e` data dal teorema di Radon–Nikodym.
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Teorema di Radon-Nikodym
Sia (X,A, µ) uno spazio misura σ-finito e sia φ una misura su A
assolutamente continua rispetto a µ.
Esiste allora una funzione non negativa e misurabile h tale che per
ogni E ∈ B si ha
φ(E) =
∫
E
hdµ
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Teorema di Radon-Nikodym
Sia (X,A, µ) uno spazio misura σ-finito e sia φ una misura su A
assolutamente continua rispetto a µ.
Esiste allora una funzione non negativa e misurabile h tale che per
ogni E ∈ B si ha
φ(E) =
∫
E
hdµ
La funzione h e` unica (q.d) ed e` chiamata derivata di Radon-
Nikodym di φ rispetto a µ e viene denotata con
[
dφ
dµ
]
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Inoltre per ogni funzione f ≥ 0φ-misurabile vale la formula∫
X
f dφ =
∫
X
f h dµ
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Proprieta` delle derivate di Radon-Nikodym
a. Se φ µ e ϕ e` non negativa e misurabile allora∫
ϕ dφ =
∫
ϕ
[
dφ
dµ
]
dµ
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Proprieta` delle derivate di Radon-Nikodym
a. Se φ µ e ϕ e` non negativa e misurabile allora∫
ϕ dφ =
∫
ϕ
[
dφ
dµ
]
dµ
b.
[
d (φ1 + φ2)
dµ
]
=
[
dφ1
dµ
]
+
[
dφ2
dµ
]
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 µ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]
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Proprieta` delle derivate di Radon-Nikodym
a. Se φ µ e ϕ e` non negativa e misurabile allora∫
ϕ dφ =
∫
ϕ
[
dφ
dµ
]
dµ
b.
[
d (φ1 + φ2)
dµ
]
=
[
dφ1
dµ
]
+
[
dφ2
dµ
]
c. Se φ µ λ allora
[
dφ
dλ
]
=
[
dφ
dµ
] [
dµ
dλ
]
d. Se ν  µ e µ ν allora
[
dν
dµ
]
=
[
dµ
dν
]−1
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Integrali doppi
Se A ⊂ R2 e x ∈ R, la sezione di piede x di A e` il sottoinsieme Ax di
R:
Ax := {y ∈ R | (x, y) ∈ A}
8/10 Pi?
22333ML232
Integrali doppi
Se A ⊂ R2 e x ∈ R, la sezione di piede x di A e` il sottoinsieme Ax di
R:
Ax := {y ∈ R | (x, y) ∈ A}
Se y ∈ R la sezione di piede y di A e`:
Ay := {x ∈ R | (x, y) ∈ A}
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Teorema di Fubini G. Fubini: “Il teorema di riduzione per gli
integrali doppi” Rend. Sem. Mat. Torino, vo1.9, 1949.
Sia A ⊂ R2 misurabile e sia f ∈ L(A). Sia S il sottoinsieme di R dove
le y-sezioni di A hanno misura positiva
S = {x ∈ R | `(Ax) > 0}
Allora ∫
A
f(x, y)dxdy =
∫
S
(∫
Ax
f(x, y)dy
)
dx
